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■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛②♠❡♥t✱
s✉❝❤ ❛s ❝❛s❤ ❛♥❞ ❞✐❣✐t❛❧ ♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣❛②♠❡♥ts✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤❡
♣❛②♠❡♥ts ♠❛r❦❡ts t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✉s❡ ♦❢ ❝❛s❤✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❡♠❡r❣✐♥❣
❝♦✉♥tr✐❡s✳ ▲❛❣♦s ❛♥❞ ❲r✐❣❤t ✭✷✵✵✺✮ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♠♦❞❡❧ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠♦♥❡② ❛s ❡ss❡♥t✐❛❧✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥
t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡❢t ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛❧✐t② ✭♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❛① ❡✈❛s✐♦♥✮ ❛s ❢❛❝t♦rs ❛✛❡❝t✐♥❣
❝❛s❤ ✉s❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥t ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ s❡❧❧❡r✬s s✐❞❡ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇❡ ✜♥❞
t❤❡ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝❛s❤ ♦r ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts✳ ■❢ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ♣r♦✈✐❞❡r ❡♥t❡rs
t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ❛ ❧❡ss ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♣❧❛t❢♦r♠ t❤❡ ❢❡❡s ❝❤❛r❣❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡r
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s✐t② ♦❢ ❇❡r♥ ❛♥❞ t❤❡ ❙t✉❞② ❈❡♥tr❡ ●❡r③❡♥s❡❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❈❡❞r✐❝ ❚✐❧❧❡ ❛♥❞ ❏❡❛♥ ❈❤❛r❧❡s ❘♦❝❤❡t ❢♦r t❤❡✐r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s✳ ❚❤✐s
r❡s❡❛r❝❤ t♦♦❦ ♣❧❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈✐s✐t✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ❇✐❧❛t❡r❛❧ ❆ss✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❈❛♣❛❝✐t②
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t♦ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s❡r✈✐❝❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♣❛②♠❡♥t s②st❡♠s
❤❛✈❡ ✉♥❞❡r❣♦♥❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs✳ ◆❡✇ ♣❛②♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱
♣❧❛t❢♦r♠s✱ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛♥❞ ❢♦r r❡t❛✐❧ ♣❛②♠❡♥ts✱ ✐♥♥♦✈❛✲
t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✈❛❧✉❡ ❝❤❛✐♥ ❝❧♦s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡ ❣❛♣s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
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❚❤❡ ♣❛②♠❡♥ts ✐♥❞✉str② ✐s ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❛ s❤✐❢t ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❢❛st❡r✱
❝❤❡❛♣❡r✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♠❡❛♥s ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ♣❛②♠❡♥ts✳ ■♥ ♠❛♥② ❝♦✉♥tr✐❡s✱
❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦s ❛♥❞ ♠♦♥❡t❛r② ❛✉t❤♦r✐t✐❡s ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♠♦t❡❞ ❢❛st❡r ♣❛②♠❡♥t
s②st❡♠s ✭❋P❙✮ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡✱ ✷✹✴✼ ❢✉♥❞✲tr❛♥s❢❡r ❢❛❝✐❧✐t② ✭❇■❙✱ ✷✵✶✻✮✳
❖✈❡r ✻✵ ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❋P❙ ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡
♣❧❛♥♥✐♥❣ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t s✉❝❤ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠✐♥❣ ②❡❛rs ✭❈P▼■✲❋P❙✱ ✷✵✷✶✮✳

■♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ♣❛st ②❡❛rs✱ ❞✐❣✐t❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❛②♠❡♥ts ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❛♣✐❞❧②✱
❛♥❞ t❤❡ ❈♦✈✐❞✲✶✾ ♣❛♥❞❡♠✐❝ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❤✐s s❤✐❢t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❡t❛✐❧ s❡❝t♦r✳
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❆♠❡r✐❝❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ▼❡①✐❝♦✱ ❇r❛③✐❧✱ ❈♦❧♦♠❜✐❛✱ ❈❤✐❧❡✱ ❛♥❞ P❡rú✱ s♦♠❡
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♦❢ ♣❛②♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲✈❛❧✉❡ r❡t❛✐❧ s❡❣♠❡♥t✱ ❞✉❡ ♠❛✐♥❧② t♦ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥✲
❝❧✉s✐♦♥ ♦r t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ s❡❝✉r❡✱ ❧♦✇✲❝♦st ♣❛②♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❆r♦✉♥❞
t❤❡ ✇♦r❧❞✱ ✶✳✼ ❜✐❧❧✐♦♥ ♦❢ ❛❞✉❧ts ❛r❡ t✐❡❞ t♦ ❝❛s❤ ❛s t❤❡✐r ♦♥❧② ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛②♠❡♥t✱
❛s t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥t ✭❲♦r❧❞ ❇❛♥❦✱ ✷✵✶✼✮✳ ■♥ ❈♦❧♦♠❜✐❛✱
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♦❢ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛t❢♦r♠s ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡ts✱ ❤❛✈❡
♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ ❝❛s❤✳ ❆❧❧ t❤✐s✱ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✉s✐♥❣ ❝❛s❤✱
s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛① ❡✈❛s✐♦♥✱ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ❝❛s❤ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜❡✐♥❣ ♣r❡❢❡rr❡❞
✐♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ r❡t❛✐❧ s❡❝t♦r✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦sts
❧✐❦❡ t❤❡❢t✳ ❚❤❡s❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛②♠❡♥ts ♠❛r❦❡t ❝❛♥ ❧❡❛❞
t♦ ❛ ♠✐① ♦❢ ♣❛②♠❡♥ts t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s♦❝✐❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✈✐s✐♦♥✳

❆s ♣❛②♠❡♥t s❡r✈✐❝❡s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱
❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ✭❛♥❞ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦s✮ ❢❛❝❡ ❦❡② ♣♦❧✐❝② q✉❡st✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r✲
❛♥t❡❡ ❛ s❛❢❡✱ ❡✣❝✐❡♥t✱ ❛♥❞ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛②♠❡♥t s②st❡♠ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ✇❡✐❣❤ t❤❡✐r
r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛②♠❡♥ts ❡❝♦s②st❡♠ ❛❣❛✐♥st t❤❡✐r ✐♥✈♦❧✈❡♠❡♥t ✐♥
t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♣❛②♠❡♥t ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❛s❦✐♥❣ ✐❢ ♣✉❜❧✐❝
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♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♣❛②♠❡♥ts t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♠❛② ✜❧❧ ✉♣ t❤❡ ❣❛♣s ❧❡❢t ❜② t❤❡ ♣r✐✈❛t❡
s❡❝t♦r✱ t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝② ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛
♣✉❜❧✐❝ ♣r♦✈✐❞❡r ♠❛② ♣r♦♠♦t❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ ♥❡✇
♣❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ♣❛②♠❡♥t✬s ❡❝♦s②st❡♠✳

▼❛♥② ❡♠❡r❣✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ❤❛✈❡ ♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❋P❙ ❛s ❛
❜❡t t♦ ❧❡✈❡r❛❣❡ ♦♥ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t②✱ ♥❡t✇♦r❦ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ s❝❛❧❡ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡ ❛s s♦❧✈✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❢♦r ❢❛st❡r ♣❛②♠❡♥ts✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▼❡①✐❝♦ ✇✐t❤ ✐ts ❋P❙ P■❳✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ②❡❛r✱ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦
❜r✐♥❣ ♦♥❜♦❛r❞ t✇♦ t❤✐r❞s ♦❢ ✐ts ❛❞✉❧t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❉✉❛rt❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✷✮✳ ■♥ ♦t❤❡r
❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥s t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ❤❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥st❛♥t ♣❛②♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❜❛s❡❞
♦♥ ❝❧♦s❡❞ ♥❡t✇♦r❦s t❤❛t ❝r❡❛t❡ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t❡❞ ♠❛r❦❡t ♦❢ ✇❛❧❧❡❞ ♠♦❜✐❧❡ ♣❛②♠❡♥t
❣❛r❞❡♥s✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❈♦❧♦♠❜✐❛ ✐♥ t❤❡ r❡s❡♥t ♣❛st✱ ❛❧t❤♦✉❣❤✱ ✐♥
✷✵✶✽✱ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❛♥ ❋P❙ ❚r❛♥s✜②❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s②st❡♠✱ ❛s
♠❛♥② ♣r✐✈❛t❡ ❋P❙ ✐♥ ♦t❤❡r ❡❝♦♥♦♠✐❡s✱ ❤❛s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛②♠❡♥t s❡r✲
✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡rs ❛s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱ ❧❛❝❦s ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣❛②♠❡♥t r❛✐❧s✱
✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❢❡✇ ✉s❡ ❝❛s❡s s✉❝❤ ❛s ♣❡rs♦♥ t♦ ♣❡rs♦♥ ❛♥❞ ❤❛r❞❧② ♠❛❦❡ ✐♥r♦❛❞s
✐♥t♦ ♦t❤❡r ♣❛②♠❡♥t ✢♦✇s s✉❝❤ ❛s ♣❡rs♦♥ t♦ ♠❡r❝❤❛♥ts✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ s❤❛r❡ ♦❢
r❡t❛✐❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✭❆r❛♥❣♦✲❆r❛♥❣♦✱ ❘❛♠✐r❡③✲P✐♥❡❞❛ ② ❘❡str❡♣♦✲❇❡r♥❛❧✱ ✷✵✷✶✮✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❋P❙ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❛s ❛ ♣♦❧✐❝②
♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❞❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ✐ts ❢❛st ♣❛②♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ✐t ✐s ♥♦t ❢♦r❡✐❣♥ t♦ t❤❡
♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♣❛②♠❡♥t s❡r✈✐❝❡s✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♣❛②♠❡♥t s②st❡♠s✱ ✐♥ ❊✉r♦♣❡ t❤❡
♣✉❜❧✐❝ ✉t✐❧✐t② ❚❆❘●❊❚ ❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤ ❊❯❘❖✶✱ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❯❙
❋❡❞✇✐r❡ ✭♣✉❜❧✐❝✮ ❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤ ❈❍■P❙ ✭♣r✐✈❛t❡✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡t❛✐❧ ♣❛②♠❡♥t
s②st❡♠s✱ t❤❡ ❋❡❞ ❤❛s ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❋P❙ ✭❋❡❞◆♦✇✮ t❤❛t
✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ ❘❚P✱ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❋P❙ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❈❧❡❛r✐♥❣ ❍♦✉s❡✳
❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❈♦❧♦♠❜✐❛✱ ✇❤❡r❡ ❈❊◆■❚✱ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❆❈❍ ♦✇♥❡❞ ❜② t❤❡
❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦✱ ❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤ ❆❈❍ ❈♦❧♦♠❜✐❛✱ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡r ♦❢ ✐♥t❡r❜❛♥❦
tr❛♥s❢❡rs ✐♥ ❜❛t❝❤✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❣✐✈❡s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛s✐s ❛♥❞ ❦❡② ✐♥s✐❣❤ts t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s r❡✲
❣❛r❞✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♣❛②♠❡♥t s❡r✈✐❝❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s ❛❧r❡❛❞②
s❡r✈❡❞ ❜② ♣r✐✈❛t❡ s✉♣♣❧✐❡rs✳ ■t ❛❧s♦ ♠❛❦❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✉♥✲
❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❤♦✇ ♣✉❜❧✐❝ ♣r♦✈✐s✐♦♥ s❤❛❧❧ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❛②♠❡♥ts ❡❝♦s②st❡♠ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ s❛❢❡t② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ ✜♥❛❧ ✉s❡rs ❜② ❧✐❢t✐♥❣ t❤❡
❡①✐st✐♥❣ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s✳

●❡♥❡r❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦

❆♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ st✉❞② t❤❡s❡ t♦♣✐❝s ✐s t❤❡ ◆❡✇ ▼♦♥❡t❛r✐s♠ ❚❤❡♦r②✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥❡✇ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ♠✐❝r♦✲❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r
✐♥st✐t✉t✐♦♥s t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ❧✐❦❡ ♠♦♥❡②✱ ❜❛♥❦s✱ ✜♥❛♥✲
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❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s✱ ❡t❝✳ ❚❤✐s t❤❡♦r② ♠❛❦❡s ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥s ✐♥ tr❛❞❡ t❤❛t
♠❛❦❡s ♠♦♥❡② ❡ss❡♥t✐❛❧✳ ❆ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♥❡✇ s✉❜✲❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r② st✉❞✐❡s t❤❡
❡❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ♣❛②♠❡♥ts✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♣❛②♠❡♥ts s②st❡♠s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
❛♠♦♥❣ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t♦♦❧s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❢r✐❝t✐♦♥s ✐♥
♣❛②♠❡♥ts ♠❛r❦❡ts✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥♦t❤❡r ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛②✲
♠❡♥t✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❝❛s❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
♣❛②♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛②♠❡♥ts ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❝♦sts ❛♥❞ ❜❡♥❡✜ts t❤❛t ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❤❛s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■♥
t❤✐s ✇❛②✱ ❛❣❡♥ts ✭❜✉②❡rs ♦r s❡❧❧❡rs✮ ♠❛② ♣r❡❢❡r ♦♥❡ ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛②♠❡♥t t♦ ❛♥♦t❤❡r
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ♥❡t ❜❡♥❡✜ts✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝❛r✲
r✐❡❞ ♦✉t ❜② ❝❛s❤ ♦r ❜② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣❛②♠❡♥ts✳

■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ❛❣❡♥t✬s ♣❛②♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s♦♠❡ ❢❛❝t♦rs ❧✐❦❡ t❤❡❢t
❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛❧✐t② ✭♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❛① ❡✈❛s✐♦♥✮✱ t❤❛t ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❝❛s❤ tr❛♥s❛❝✲
t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✳ ■♥ t❤✐s
♣❛♣❡r✱ t❤❡❢t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ❝♦st ❢♦r s❡❧❧❡rs t♦ ❛❝❝❡♣t ❝❛s❤ ♣❛②♠❡♥ts ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ r♦❜❜❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❛① ❡✈❛s✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥♦t❤❡r ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ❢♦r ❝❛s❤ ♣❛②♠❡♥ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❡s✱ ✇❤❡r❡ s♦♠❡
♠❡r❝❤❛♥ts ❝♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r t♦ r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛❧ s❡❝t♦r t♦ ❡✈❛❞❡ t❛①❡s✳ ■♥ t❤✐s
❝♦♥t❡①t✱ t❛① ❡✈❛s✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛❧✐t② ❧❡✈❡❧
✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳

❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤② ♣❡♦♣❧❡
❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛②♠❡♥t ♦r ❛♥♦t❤❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡✐r ♣❛②♠❡♥ts✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡✐r ♦✇♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
♦♥ t❤❡ s❡❧❧❡rs✬ s✐❞❡✱ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s✐③❡✳ ❙♠❛❧❧ ♠❡r❝❤❛♥ts✱ ✇❤♦ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✲
t✐✈✐t②✱ ♠❛② ♣r❡❢❡r t♦ ❛❝❝❡♣t ❝❛s❤ ♣❛②♠❡♥ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❧❡ss ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♦r
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡✈❛❞✐♥❣ t❛①❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ▲❛❣♦s ❛♥❞ ❲r✐❣❤t s❡t✉♣✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ❛♥❞
❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❛②♠❡♥ts ♠❛r❦❡t ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✜rst✲❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ♠❛r❦❡t ✭♦♥❡ ❢♦r ❝❛s❤ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
♣❛②♠❡♥ts✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤❛r❣❡ t♦ t❤❡ s❡❧❧❡rs ♦r ❜✉②❡rs ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧
♣❧❛t❢♦r♠✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ♣r♦✈✐❞❡r ♦✛❡rs t❤❡s❡
s❡r✈✐❝❡s ❛s ❛ ❢r❡❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤
t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r✐✈❛t❡ ♠♦♥♦♣♦❧② t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ✐ts ♣r♦✜ts✱ ❣✐✈❡♥ ❛
❝♦st ♦❢ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ ❛ ❢❡❡ ❝❤❛r❣❡❞ t♦ t❤❡ s❡❧❧❡rs✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠✐①❡❞ ❞✉♦♣♦❧② ✐♥ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢
♣❛②♠❡♥t s②st❡♠s✳



✺

❇❛s✐❝ ❙❡t✉♣

❚❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✳ ❚✐♠❡ ✐s ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❢♦r❡✈❡r t = 0, 1, .... ❛♥❞ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts
❞✐s❝♦✉♥t t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❛t t❤❡ r❛t❡ β✳

❋✐❣✳ ✵✳✶✿ ❇❛s✐❝ ❙❡t✉♣

❚❤❡r❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡ ♦♥❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❜✉②❡rs ❛♥❞ s❡❧❧❡rs✳ ❊❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
t✇♦ s✉❜♣❡r✐♦❞s ✭❞❛② ❛♥❞ ♥✐❣❤t✮ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐✈✐t✐❡s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦♥❡✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❛②✱ tr❛❞❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠❛r❦❡t ✭❉▼✮✳ ❙♦♠❡ ❛❣❡♥ts ❝❛♥
♣r♦❞✉❝❡ ❜✉t ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ✭❦♥♦✇♥ ❛s s❡❧❧❡rs✮✳ ❚❤❡② ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❣♦♦❞
q✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲st♦r❛❜❧❡✱ ❛t ❛ ❝♦st c (q; θ)✱ ✇❤❡r❡ θ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡
♦❢ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✿ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r θ t❤❡ ❧❡ss ❝♦st❧② ✐t ✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❉▼ ❣♦♦❞✳
❆❧s♦✱ ✐t ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✿ c′ (q; θ) > 0, c′′ (q; θ) > 0 ❛♥❞ c (0; θ) = 0✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ c (q; θ) = 1

θ
q2/2✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ θ ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧

[0, 1]. ❖t❤❡r ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤✐s ♠❛r❦❡t ✇❛♥t t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ❜✉t ❝❛♥♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ✭❦♥♦✇♥
❛s ❜✉②❡rs✮✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t② t❤❡② ❣❡t ❜② ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❤❡ ❣♦♦❞ ✐s u (q)✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥❝❛✈❡✱ u′ (q) > 0✱ u′′ (q) < 0 ❛♥❞ u (q) = 0✳ ■♥ ❡❛❝❤
♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ❉▼ ♣r✐❝❡ pt ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❲❛❧r❛s✐❛♥ ♠❛r❦❡t✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♥✐❣❤t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠❛r❦❡t ✭❈▼✮ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ s❡❧❧❡rs ❛♥❞
❜✉②❡rs ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡✳ ❆❣❡♥ts ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❣♦♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
st♦r❛❜❧❡ x✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ U (x, h) = x − h✳ ❆❣❡♥ts ❤❛✈❡
❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❧❛❜♦✉r h ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r✱ s♦ ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢
❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝❡s ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ ❣♦♦❞ h = x✳ ❆❣❡♥t✬s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ s❡♣❛r❛❜❧❡
❛❝r♦ss s✉❜♣❡r✐♦❞s✳

❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦♥❡②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ✉s❡❧❡ss✱ ❞✐✈✐s✐❜❧❡
❛♥❞ st♦r❛❜❧❡✱ ✐♥ ❛ q✉❛♥t✐t② M ∈ R+✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ϕ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠♦♥❡② ✐♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ q. ❙♦ t❤❛t✱ t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠♦♥❡② ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❣✐✈❡♥



✻

❜②✿ ϕtMt✳ ❆❧s♦✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❉▼ ❣♦♦❞ ♣❛✐❞ ❜② ❜✉②❡rs ✐s pt✱
t❤❡ r❡❛❧ ♣r✐❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ϕtpt✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ❛❞❥✉sts t❤❡ ♠♦♥❡② s✉♣♣❧② Mt

❜② ♠❛❦✐♥❣ tr❛♥s❢❡rs t♦ ❜✉②❡rs ✐♥ t❤❡ ❈▼✳ ❚❤❡ ♠♦♥❡② s✉♣♣❧② ❣r♦✇s ❛t ❛ r❛t❡
γ✱ s♦ t❤❛t ✐♥ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡s ✐s ❝♦♥st❛♥t
ϕtMt = ϕt+1Mt+1✱ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ϕt/ϕt+1 = γ✳

❋✐rst ❇❡st s♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ ✜rst ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r t❤❡ s♦❝✐❡t②✳ ❙✐♥❝❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r② ✐♥ t❤❡ ❈▼ ❢♦r ❛❧❧ ❛❣❡♥ts✱ ❛❧❧ t❤❡
r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❙♦
t❤❡ ♣❧❛♥♥❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

max
{q(θ)}

u

(✂
q(θ)dθ

)

−

✂ [

1

θ

q (θ)
2

2

]

dθ.

❋r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② q(θ)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱

θu′ (q∗) = q∗ (θ)

✇❤❡r❡ q∗ =
✁
q∗(θ)dθ✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t θ ❤❛s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✁ 1

0
θdθ = 1

2 ❛♥❞
✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ θ✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ q✉❛♥t✐t② q∗

❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

u′ (q∗)

2q∗
= 1 ✭✵✳✶✮

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❜✉②❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ s❡❧❧❡rs ✭❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
❝♦st✮✳ ❙♦ t❤❛t✱ t❤❡ ❞✐s✉t✐❧✐t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ ♠✉st ❜❡
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✉t✐❧✐t② t❤❛t ✐t ❣✐✈❡s t♦ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❡t②✳

❚❤❡ ▼♦❞❡❧✿ ❚✇♦ ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛②♠❡♥ts

✇✐t❤ ❢r✐❝t✐♦♥s

❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛②♠❡♥t ❛♥❞
❝❛s❤ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❛✉t❤♦r✐t② ❛t ♥♦ ❝♦st✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r✐✈❛t❡
♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛②♠❡♥t ❜② ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ✜r♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡
❞✐s❝✉ss t❤❡ ♠✐①❡❞ ❞✉♦♣♦❧② ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠ ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ ❛
♣✉❜❧✐❝ ♣r♦✈✐❞❡r ✇❤♦ ✇♦✉❧❞ ♣r✐❝❡ ✐ts s❡r✈✐❝❡ ❛t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✳
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✶ ❋✐rst ❙❡t✉♣✿ P✉❜❧✐❝ ♣r♦✈✐s✐♦♥

❲❡ ❛ss✉♠❡ ❜✉②❡rs ❛r❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s ❛♥❞ ❧❛❝❦ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ s❡❧❧❡rs r❡✲
q✉✐r❡s ❛ ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛②♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❉▼✳ ■♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ s❡t✉♣✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦
♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛②♠❡♥t✱ ♦♥❡ ✐s ❝❛s❤ t❤❛t ✐s ✐ss✉❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♦r ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥t
✇♦r❦s ❧✐❦❡ ❛ ❞❡❜✐t ❝❛r❞✿ s❡❧❧❡rs ❤❛✈❡ t♦ ✐♥❝✉r ❛ ❝♦st ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝q✉✐r❡ t❤❡ t❡r✲
♠✐♥❛❧ ✇❤✐❧❡ ❜✉②❡rs ❝❛♥ ❣❡t ❛ ❝❛r❞ ❢♦r ❢r❡❡✳ ❆ ❜✉②❡r ✇❤♦ ♠❡❡ts ❛ s❡❧❧❡r ✇✐t❤ ❛
t❡r♠✐♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ❉▼ ❝❛♥ s✇✐♣❡ t❤❡ ❝❛r❞ ❢♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♣✉r❝❤❛s❡✳ ❚❤❡♥
t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛r❞ ❝♦♠♣❛♥② ❝❛♥ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜✉②❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❈▼✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❤✐❧❡ ❜✉②❡rs ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡✐r ❝❛s❤ ❤♦❧❞✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡②
✉s❡ ❝❛s❤ ✭t❤❡② ❢❛❝❡ ❛ ❝❛s❤ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t✮✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥
t❤❡② ♣❛② ❞✐❣✐t❛❧❧②✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛r❦❡t ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛②♠❡♥t
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛②♠❡♥t ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ♥♦t ❛❝❝❡♣t❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❡✳❣✳ ❛
❜✉②❡r ❤♦❧❞✐♥❣ ❝❛s❤ ❝❛♥♥♦t tr❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥t
✐♥str✉♠❡♥t ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ♠❛r❦❡t✱ ❜✉②❡rs ❛♥❞ s❡❧❧❡rs ♠❛①✐♠✐③❡
t❤❡✐r ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❣♦♦❞s t❤❡② ✇❛♥t t♦
❜✉② ♦r s❡❧❧ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛②♠❡♥t t❤❡② ❤♦❧❞✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡
s♦♠❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❡❛❝❤ ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛②♠❡♥t✿ ❈❛s❤ ♣❛②♠❡♥ts ❛r❡
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡❢t✱ ✉♥❧✐❦❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝❛s❤ ♣❛②♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❤✐❞❞❡♥
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❞❡ t❛①❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❛❣❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❤✐❞❡ ❞✐❣✐t❛❧
♣❛②♠❡♥ts✳ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮✳

❋✐❣✳ ✶✳✶✿ ❚✇♦ ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛②♠❡♥ts ✇✐t❤ ❢r✐❝t✐♦♥s
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❚♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❝❛s❤ ❝❛♥ ❜❡ st♦❧❡♥ ❢r♦♠ s❡❧❧❡rs ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② σ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② ❡♥t❡r t❤❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠❛r❦❡t
✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞ ✇✐t❤ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ (1− σ) ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡② t❤❡② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞✳

❲❡ ♠♦❞❡❧ t❛① ❡✈❛s✐♦♥ ❛s ❛ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❝❛s❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✇✐t❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ε s❡❧❧❡rs ❝❛♥ ❡✈❛❞❡ ❛♥❞ ♥♦t ♣❛② t❛①❡s ✭✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ❝❛✉❣❤t✮ ✇❤❡♥
t❤❡② ❛❝❝❡♣t ❝❛s❤✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❜② ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts✱ s❡❧❧❡rs ❤❛✈❡ t♦ ♣❛②
t❛①❡s τ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1✳

❲❡ s✉♣♣♦s❡ ❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦st ♦❢ ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❜✉②❡rs ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥t ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❙❡❧❧❡rs ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❛♥
♦♥❧② ❛❝❝❡♣t ♦♥❡ ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛②♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❉▼✱ ❛♥❞ t❤❡② ❝❤♦♦s❡ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ t♦
❛❝❝❡♣t✳ ❲❡ ❣✉❡ss ❛♥❞ ✈❡r✐❢② t❤❛t ❛❧❧ s❡❧❧❡rs ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❜❡❧♦✇ ❛
t❤r❡s❤♦❧❞ θ̄ ♣r❡❢❡r t♦ ❛❝❝❡♣t ♦♥❧② ❝❛s❤✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ s❡❧❧❡rs ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
♣r❡❢❡r t♦ ❛❝❝❡♣t ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts✳ ❚❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥ ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♠❛r❦❡t
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛②♠❡♥ts✿ ❆ ❢r❛❝t✐♦♥ π = θ̄ ♦❢ s❡❧❧❡rs ❛❝❝❡♣t ❝❛s❤ ✇❤✐❧❡ t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ 1−θ̄ ♦♥❧② ❛❝❝❡♣t ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts✳ θ̄ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧
t❤❛t ❧❡❛✈❡s t❤❡ s❡❧❧❡r ✇✐t❤ t❤❛t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝❝❡♣t✐♥❣
❝❛s❤ ♦r ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣r♦✜ts ❢♦r t❤✐s s❡❧❧❡r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤
♠❛r❦❡ts✳

■t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❤ ❛♥❞ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②✲

♠❡♥t ♠❛r❦❡ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❤ ♦♥❧② ♠❛r❦❡t✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s
✁ θ̄

0
θdθ = θ̄2

2

✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts ♦♥❧②✱ ✐t ✐s
✁ 1

θ̄
θdθ =

(1−θ̄2)
2 ✳

❚❤❡ ❝❛s❤ ♠❛r❦❡t✿

• ❇✉②❡rs✬ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠♦♥❡② t♦
♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠❛r❦❡t W (m̃)✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠❛r❦❡t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❝❛♥ tr❛❞❡ ✇✐t❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② π ✐♥ t❤❡ ❝❛s❤ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (1− π) ✐♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧
♠❛r❦❡t✳

W (m̃) = max
x,h,m

x− h+ β [πVcash (m) + (1− π)Vdigital (m)]

s✳t✳
x− h = ϕm̃− ϕm

✇❤❡r❡✿
Vdigital (m) ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❉▼ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞ ✇❤❡♥ t❤❡② tr❛❞❡ ✇✐t❤

❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts✿
Vdigital (m) = max

qd
u (qd)− ϕpdqd +W (m)

Vcash (m) ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝❛s❤ ✐♥ ❉▼ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
Vcash (m) = max

q
u (q) +W (m− pq)

s✉❜❥❡❝t t♦ ϕpq ≤ ϕm
❯s✐♥❣ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿ W (m− pq) = −ϕpq +W (m)✳
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❆♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ q ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t✿

u′ (q)− (1 + λ)ϕpt+1 = 0 ✭✶✳✶✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ W (m̃)✱ ✇❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r m
❛♥❞ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱

−ϕt + β (πλϕt+1 +W ′ (m)) = 0

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✉♥s♣❡♥t ❝❛s❤ ✐s W ′ (m) = ϕt+1✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ λ
❢r♦♠ ✶✳✶✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❊✉❧❡r✲❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❤ ♠❛r❦❡t✿

ϕt
βϕt+1

= 1 + π

(

u′ (qt+1)

ϕt+1pt+1
− 1

)

✭✶✳✷✮

• ❙❡❧❧❡rs✬ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡② ❢❛❝❡ t❤❡❢t ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② σ ✇❤❡♥ t❤❡②
❛❝❝❡♣t ❝❛s❤✱ t❤❡② ♦♥❧② r❡❝❡✐✈❡ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ❜✉②❡rs ♣❛✐❞ (1− σ)ϕpq✳
❚❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡✈❛❞❡ t❛①❡s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ε ✐❢ t❤❡② r❡❝❡✐✈❡ ❝❛s❤✳ ❙♦ t❤❛t✱
t❤❡② r❡❝❡✐✈❡ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ (1− τ (1− ε)) ♦❢ t❤❡ ❝❛s❤ ♣❛②♠❡♥t✳ ❚❤❡ s❡❧❧❡r✬s
♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤ ❡✈❡♥t ❝♦♠❡s ✜rst✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ r❡❛❧
♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❉▼ ✐s ϕp✱ ❛ s❡❧❧❡r ♦❢ t②♣❡ θ s✉♣♣❧✐❡s q t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①♣r❡ss✐♦♥✿

max
q

(1− σ) (1− τ (1− ε))ϕpq − c (q; θ)

❯s✐♥❣ c (q) = 1
θ
q2/2✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✉♣♣❧②✿

q (θ) = θ (1− σ) (1− τ (1− ε))ϕp ✭✶✳✸✮

❚❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ s❡❧❧❡rs ✭❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ) ❛r❡ ❛❧s♦ ✏❧❛r❣❡r✑ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ♠♦r❡ s❛❧❡s✳

❚❤❡ t♦t❛❧ s✉♣♣❧② ✐♥ t❤✐s ♠❛r❦❡t ✐s ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ q✉❛♥t✐t✐❡s q (θ)
♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❧❡rs ♦❢ ❧♦✇ t②♣❡ θ ≤ θ̄✿

✂ θ̄

0

q (θ) dθ = (1− σ) (1− τ (1− ε))ϕp

✂ θ̄

0

θdθ =
θ̄2 (1− σ) (1− τ (1− ε))ϕp

2

• ▼❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡q✉❛❧s t♦t❛❧ ❞❡♠❛♥❞
qt ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✭r❡❛❧✮ ♣r✐❝❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

ϕtpt =
2qt

θ̄2 (1− σ) (1− τ (1− ε))
✭✶✳✹✮

• ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ q ✐♥ t❤❡ ❝❛s❤ ♠❛r❦❡t✿
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γ

β
= 1 + θ̄

[

u′ (q)

2q
θ̄2 (1− σ) (1− τ (1− ε))− 1

]

✭✶✳✺✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ π = θ̄ ❛♥❞ ✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✇❡ ❤❛✈❡✿ qt = qt+1 = q ❛♥❞
γ = φt

φt+1
✳

❘❡✇r✐tt❡♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿

u′ (q)

2q
=

γ − β
(

1− θ̄
)

βθ̄3 (1− σ) (1− τ (1− ε))
✭✶✳✻✮

❚❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♠❛r❦❡t✿

• ■♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♠❛r❦❡t✱ ❜✉②❡rs✬ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡✐r ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❉▼ t♦
♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛r❦❡t qd✳

max
qd

u (qd)− ϕpdqd

✇✐t❤ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱

u′ (qd) = ϕpd ✭✶✳✼✮

• ❙❡❧❧❡rs ✐♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♠❛r❦❡t ❞♦ ♥♦t ❢❛❝❡ t❤❡❢t σ = 0, ❜✉t t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❡✈❛❞❡
t❛①❡s ε = 0✿ ❚❤❡② ♣❛② t❛①❡s τ ❢♦r s✉r❡ t♦ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡② r❡❝❡✐✈❡
♦♥❧② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛②♠❡♥t (1− τ)ϕpdqd✳ ■♥ t❤❡ ❉▼ ✇✐t❤ ❞✐❣✐t❛❧
♣❛②♠❡♥t ❛ s❡❧❧❡r ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② θ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✿

max
qd

(1− τ)ϕpdqd −
1

2θ
q2d

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥

qd (θ) = θ (1− τ)ϕpd ✭✶✳✽✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ s✉♣♣❧② ✐♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♠❛r❦❡t ❢r♦♠ t❤❡ s❡❧❧❡rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✭❤✐❣❤ t②♣❡ θ ≥ θ̄✮✿

✂ 1

θ̄

qd (θ) dθ = (1− τ)ϕpd

✂ 1

θ̄

θdθ = (1− τ)ϕpd

(

1− θ̄2
)

2

• ❯s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❛♥❞ ❡q✉❛❧✐③✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡✲
♠❛♥❞ q ✇❡ ♦❜t❛✐♥

ϕtpdt
=

2qdt
(

1− θ̄2
)

(1− τ)
✭✶✳✾✮

• ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ qd ✐♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♠❛r❦❡t✿

u′ (qd)

2qd
=

1
(

1− θ̄2
)

(1− τ)
✭✶✳✶✵✮



✶ ❋✐rst ❙❡t✉♣✿ P✉❜❧✐❝ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ✶✶

❋✐♥❞✐♥❣ θ̄✿

❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ θ ✇❤❡r❡ s❡❧❧❡rs ❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❝❛s❤ ♦r ❞✐❣✐t❛❧
♣❛②♠❡♥ts ✇❡ ❡q✉❛❧✐③❡ t❤❡ s❡❧❧❡rs✬ ♣r♦✜ts ✐♥ ❜♦t❤ ♠❛r❦❡ts✿

• Pr♦✜ts ✐♥ ❝❛s❤ ♠❛r❦❡t✿ (1− σ) (1− τ (1− ε))ϕpq − 1
2θ q

2

• Pr♦✜ts ✐♥ ❞✐❣✐t❛❧ ♠❛r❦❡t✿ (1− τ)ϕpdqd −
1
2θ q

2

s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s q ❛♥❞ qd ✐♥ ❡❛❝❤ ♠❛r❦❡t ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✺✮
❛♥❞ ✭✶✳✾✮ ❛♥❞ ϕp✱ ϕpd ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✹✮ ❛♥❞ ✭✶✳✽✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✶✿

θ̄ =

√

q

q + qd
. ✭✶✳✶✶✮

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇✐t❤♦✉t ❝♦st✱
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ s❡❧❧❡rs✬ s✐❞❡✱ t❤❡❢t ♦❢ ❝❛s❤ ❛♥❞ t❛① ❡✈❛s✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

✶✳ ❙t❛t✐♦♥❛r② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❤ ♠❛r❦❡t ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✻✮✿

u′ (q)

2q
=

γ − β
(

1− θ̄
)

βθ̄3 (1− σ) (1− τ (1− ε))

✷✳ ❙t❛t✐♦♥❛r② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♠❛r❦❡t ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✵✮✿

u′ (qd)

2qd
=

1
(

1− θ̄2
)

(1− τ)

✸✳ ❖♣t✐♠❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ s❡❧❧❡rs ✐♥ ❡❛❝❤ ♠❛r❦❡t ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✶✮✿

θ̄ =

√

q

q + qd

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✵✳✶✮ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t
t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❝r❡❛t❡s s♦♠❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ♠❛r❦❡ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❤ ♠❛r❦❡t✱ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
✐♥✢❛t✐♦♥ γ✱ t❤❡❢t σ ❛♥❞ t❛① ❡✈❛s✐♦♥ ε❀ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♠❛r❦❡t ♦♥❧② t❛①❡s ❤❛✈❡
❛ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t τ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❧❧❡r✬s s✐❞❡✱ t❤❡s❡ ❢r✐❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡
tr❛❞❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ ❜♦t❤ ♠❛r❦❡ts ✈✐❛ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t s❡❧❧❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ ♠❛r❦❡ts θ̄✳

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❤ ♠❛r❦❡t q ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❜② t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ t❛①❡s τ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡✈❛s✐♦♥ ε✱ s♦ t❤❛t ✐❢ t❛①❡s ✐♥❝r❡❛s❡
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡✈❛s✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤✱ t❤❡ s❡❧❧❡rs ♣r❡❢❡r t♦ ❛❝❝❡♣t ❝❛s❤ ❛♥❞ t❤❡
q✉❛♥t✐t② tr❛❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛r❦❡t ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ γ
❛♥❞ t❤❡❢t σ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❤ ♠❛r❦❡t ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡

✶ ❙♦ t❤❛t✿ ♣r♦✜ts ✐♥ ❝❛s❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② 2θ̄q2

θ̄4
✱ ❛♥❞ ♣r♦✜ts ✐♥ ❞✐❣✐t❛❧ ♠❛r❦❡t ❛r❡✿

2θ̄q2d

(1−θ̄2)2



✷ ❙❡❝♦♥❞ ❙❡t✉♣✿ Pr✐✈❛t❡ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣r♦✈✐s✐♦♥ ✶✷

t❤❡s❡ ❛r❡ ❝♦sts ❢♦r t❤❡ s❡❧❧❡rs ♦❢ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❝❛s❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡❧❧❡rs
✇❤♦ ❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛②♠❡♥t ✐s ❤✐❣❤✱ s♦ t❤❛t ♠♦r❡
s❡❧❧❡rs ♣r❡❢❡r t♦ ❛❝❝❡♣t ❝❛s❤ t❤❛♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t② tr❛❞❡❞
✐♥ t❤❡ ❝❛s❤ ♠❛r❦❡t ✐♥❝r❡❛s❡s✳

■♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♠❛r❦❡t✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❜②
t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❛①❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❡❧❧❡rs t❤❛t ❛❝❝❡♣t ❝❛s❤✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢
t❛①❡s ❛r❡ ❤✐❣❤ ❧❡ss s❡❧❧❡rs ✇✐❧❧ ❛❝❝❡♣t ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t② tr❛❞❡❞
❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ ♠♦r❡ s❡❧❧❡rs ♣r❡❢❡r t♦ ❛❝❝❡♣t ❝❛s❤ t❤❛♥ t❤❡
❞✐❣✐t❛❧ ♠❡❛♥✳

❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡❢t ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡❧❧❡rs t❤❛t ❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❛r❦❡ts θ̄ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ❧❡ss s❡❧❧❡rs ❛❝❝❡♣t ❝❛s❤
✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡❢t ❛r❡ ❤✐❣❤✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
t❛①❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡✈❛s✐♦♥ ❛r❡ ❤✐❣❤✱ s❡❧❧❡rs ♣r❡❢❡r t♦ ❛❝❝❡♣t ❝❛s❤✱ t❤❡♥
t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ s❡❧❧❡rs ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❝❛s❤ ✐♥❝r❡❛s❡s✳

✷ ❙❡❝♦♥❞ ❙❡t✉♣✿ Pr✐✈❛t❡ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣r♦✈✐s✐♦♥

◆❡①t✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥t
♣❧❛t❢♦r♠✱ ✇❤♦ ❝❤❛r❣❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❡❡ ψ > 0 ❞✐r❡❝t❧② t♦ ✜♥❛❧ ✉s❡rs✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡ ❜✉②❡rs ❞♦ ♥♦t ❢❛❝❡ ❛♥② ❝♦st t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠✱ s♦ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢
t❤❡♠ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❜♦t❤ ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛②♠❡♥ts ✭❝❛s❤ ❛♥❞ ❞✐❣✐t❛❧✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜✉②❡rs✬ s✐❞❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❧② s❡❧❧❡rs ✇❤♦
✇❛♥t t♦ ❛❝❝❡ss t♦ t❤✐s ♣❧❛t❢♦r♠ ❛r❡ ❝❤❛r❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❡❡✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛②♠❡♥ts ♠❛r❦❡t ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✬s ❢❡❡✱ s♦ t❤❛t
t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❡❧❧❡rs ✇❤♦ ❛❝❝❡♣t ❝❛s❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤✐s ❢❡❡ θ̄ (ψ)✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠✬s ❢❡❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t② t❤❛t
✐s tr❛❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛r❦❡t qd✱ s♦ ✐t ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✬s ♣r♦✜ts✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❜✉②❡rs ❛♥❞ s❡❧❧❡rs ✐♥ t❤❡ ❝❛s❤ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♠❛r❦❡t ✐♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s tr❛❞❡❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ❙♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥ ❜♦t❤ ♠❛r❦❡ts ❛r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✭❡q✉❛t✐♦♥s ✶✳✻ ❛♥❞ ✶✳✶✵✮✱ ♦♥❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❡❧❧❡rs ✐♥ ❡❛❝❤ ♠❛r❦❡t ❝❤❛♥❣❡s θ̄✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❡❧❧❡rs✬ ♣r♦✜ts ✐♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♠❛r❦❡t
❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜② t❤❡ ❢❡❡ ❛♥❞ ❜♦t❤ ♠❛r❦❡t✬s ♣r♦✜ts ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ✐♥❞✐r❡❝t❧②
❜② θ̄ (ψ)✳

❚❤❡ ♣r♦✜t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❤ ♠❛r❦❡t ✐s

(1− σ) (1− τ (1− ε))ϕpq −
1

2θ
q2 =

2θ̄ (ψ) q2

θ̄ (ψ)
4

✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦✜t ✐♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♠❛r❦❡t ✐s

(1− τ)ϕpdqd −
1

2θ
q2d − ψ =

2θ̄ (ψ) q2d
(

1− θ̄ (ψ)
2
)2 − ψ

❊q✉❛❧✐③✐♥❣ ❜♦t❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿
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ψ =
2θ̄ (ψ) q2d

(

1− θ̄ (ψ)
2
)2 −

2θ̄ (ψ) q2

θ̄ (ψ)
4

❋r♦♠ t❤❡ ❊✉❧❡r✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ ♠❛r❦❡ts ✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ q ❛♥❞ qd t♦ ❣❡t✿

ψ =
θ̄ (ψ)

2

[

(1− τ)u′ (qd)−
θ̄ (ψ)β (1− σ) (1− τ (1− ε))u′ (q)

γ − β
(

1 + θ̄ (ψ)
)

]2

✭✷✳✶✮

▼♦♥♦♣♦❧② ♣r♦❜❧❡♠✿

❚❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝❤♦♦s❡s ❛ ❢❡❡ ψ t♦ ❝❤❛r❣❡ t♦ s❡❧❧❡rs ♦❢ t②♣❡ θ ≥ θ̄✱ s✉❝❤ t❤❛t
✐t ♠❛①✐♠✐③❡s ✐ts ♣r♦✜t✳ ❚❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢❛❝❡s s♦♠❡ ❝♦sts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ s❡r✈✐❝❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts ✭❛s
t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧s ❛♥❞ s♦♠❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦sts✮✳ ❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✱ ✇❡
❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ψ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ θ̄✱ s♦ t❤❛t s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r θ̄ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ψ✿

max
θ̄

(

1− θ̄
)

(ψ − cost)

s.t.ψ =
θ̄ (ψ)

2

[

(1− τ)u′ (qd)−
θ̄ (ψ)β (1− σ) (1− τ (1− ε))u′ (q)

γ − β
(

1 + θ̄ (ψ)
)

]2

❋r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θ̄ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✳ ✇❡ ✜♥❞ ❛♥
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢❡❡ ψ̂✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ θ̄ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❧❧
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❇② ♠❛❦✐♥❣ s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✷

❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ❛ ❈❘❘❆ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✸✱ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ψ̂. ❲❡ ✜♥❞
❛♥ ✐♥✈❡rs❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ψ̂ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡❧❧❡rs t❤❛t ❛❝❝❡♣t
❝❛s❤ θ̄✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣❧❛t❢♦r♠ ❝❤❛r❣❡s ❛
❤✐❣❤ ❢❡❡ ψ̂ ↑✱ ❧❡ss s❡❧❧❡rs ✇✐❧❧ ❛❝❝❡♣t ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts ✭1 − θ̄ ❞❡❝r❡❛s❡s✮✳ ❋✐❣✉r❡
✷✳✶✳ s❤♦✇s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❛①❡s ✐s ❤✐❣❤ ✭τ ✐♥❝r❡❛s❡s✮ s❡❧❧❡rs ✇✐❧❧ ♣r❡❢❡r t♦ ✉s❡
❝❛s❤ ✭θ̄ ✐♥❝r❡❛s❡s✮✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡
s❡❧❧❡rs ✇✐❧❧ ♣r❡❢❡r ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❛s❤ ✭θ̄ ❞❡❝r❡❛s❡s✮✳

✷ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡ ♠❛❞❡ ❛r❡✿ ρ = 0.8✱ τ = 0.2✱ β = 0.9✱ ε = 0.2, σ = 0.5, γ = 1.02 ❛♥❞
cost = 0.5✳

✸ u (q) = q1−ρ

1−ρ
✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥✳
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❋✐❣✳ ✷✳✶✿ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ s❡❧❧❡rs ❛♥❞ t❛①❡s

❋✐❣✳ ✷✳✷✿ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ s❡❧❧❡rs ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♠♣❧② t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ♣r✐✈❛t❡
♠♦♥♦♣♦❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❣❡s ❛ ❢❡❡ t♦ t❤❡ s❡❧❧❡rs✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡
❜❡✐♥❣ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ❝❛s❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥
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❜♦t❤ ♠❛r❦❡ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡r t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❞✐st♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❢❡❡✱ ✈✐❛ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❡❧❧❡rs ✇❤♦
❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❛r❦❡ts ✭θ̄✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ s❡❧❧❡rs ❢❛❝❡ ❛♥♦t❤❡r ❝♦st ✐❢
t❤❡② ✇❛♥t t♦ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ◆♦✇✱ ♠♦r❡ s❡❧❧❡rs ♣r❡❢❡r t♦ ❛❝❝❡♣t
❝❛s❤ ✭θ̄ ✐♥❝r❡❛s❡s✮ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ♠♦r❡ ❝♦st❧② t❤❛♥
t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢r❡❡✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♣r♦✈✐❞❡r ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛r❣❡
❛♥② ❢❡❡ t♦ t❤❡ s❡❧❧❡rs ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡
❡❝♦♥♦♠② t♦ ❤❛✈❡ ♦♥❧② t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈❡♥
t❤❛t t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡r ❢❛❝❡s s♦♠❡ ❝♦sts t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐t ❤❛s
♥♦ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡❡ ♣✉❜❧✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛t ③❡r♦ ❝♦st✳
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■♥ t❤❡ ♠✐①❡❞ ❞✉♦♣♦❧② s❡t✉♣✱ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡r ❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝
✭❣♦✈❡r♥♠❡♥t✮ ♣r♦✈✐❞❡r✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r s❡ts t❤❡ ❢❡❡
ψg t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦st costg ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛②♠❡♥t s❡r✈✐❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
r❡❛s♦♥ t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦st ✭costg✮ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦st ✭cost✮ ✱ ✇❡
❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ ψg = costg > ψ✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
❝❛♥♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✈✐❛❜❧❡ ♣❛②♠❡♥t s❡r✈✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①❡❞ ❞✉♦♣♦❧②
✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✿ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♠♦♥♦♣♦❧②✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ✐♥ ❛ ♠❡❞✐✉♠ r❛♥❣❡✱ ψg ∈ [cost, ψ]✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✲
♠❡♥t ❝❛♥ ❝♦♥t❡st t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣❛②♠❡♥t s❡r✈✐❝❡✳ ❙✐♥❝❡ ψg ≤ ψ✱
t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡r ❤❛s ♥♦ ❝❤♦✐❝❡ ❜✉t t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❢❡❡ ❛s ♦t❤❡r✇✐s❡
t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ❞❡♠❛♥❞✳ ■❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡r ♠❛t❝❤❡s
t❤❡ ❢❡❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐t ♦❜t❛✐♥s ❤❛❧❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥t s❡r✈✐❝❡✿
(

1− θ̄(ψg)
)

/2✱ ✇❤❡r❡ θ̄(ψg) ✐s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ♠❡r❝❤❛♥t✬s t②♣❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢❡❡
✐s ψg✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡r ❝❛♥ ❞♦ ❜❡tt❡r ❜② s❡tt✐♥❣ ✐ts ❢❡❡ ❜❡❧♦✇
❜✉t ❝❧♦s❡ t♦ ψg✱ ψ ↑ ψg✿ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡r t❤❡♥ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠❛r❦❡t
✇✐t❤ ♣r♦✜t ✭❛❧♠♦st✮ ❡q✉❛❧ t♦

(

1− θ̄(ψg)
)

(ψg − cost)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝
♣r♦✈✐❞❡r ✇❤✐❧❡ ✉s❡❢✉❧❧② ❝♦♥t❡st✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♦♥❧② ❣❡ts s♦♠❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❞❡♠❛♥❞✱
✐❢ ❛♥②✳ ❚❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s s♣❧✐t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣r♦✈✐❞❡rs ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❦♥✐❢❡✲❡❞❣❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ costg = cost✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r ✉s❡s ❛ ❜❡tt❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡
♣r♦✈✐❞❡r ✭costg < cost)✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ s♦❧❡ ♣r♦✈✐❞❡r ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧
♣❛②♠❡♥ts✳ ■t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡♥✈✐s❛❣❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✳✹

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ♠✐①❡❞ ❞✉♦♣♦❧② ✐♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts ♠❛r❦❡t
✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ ❜♦t❤ ♣❧❛t❢♦r♠s ✭t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡✮ ❝❤❛r❣❡s t❤❡
s❛♠❡ ❢❡❡ t♦ s❡❧❧❡rs✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❛❧s♦ ✐♥❝✉rs s♦♠❡
❝♦sts t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❜♦t❤ ♣r♦✈✐❞❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡
❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t r❡s✉❧t ✐s ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢❡❡ ❝❤❛r❣❡❞ t♦ t❤❡ s❡❧❧❡rs
❢♦r ❛❝❝❡ss✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦r ❛♥♦t❤❡r ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ ❧♦✇❡r ❝♦st ♦❢ ♣r♦✈✐s✐♦♥✳

✹ ■❢ t❤✐s ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ✏❣✐✈❡✑ ✐ts t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡
♣r♦✈✐❞❡r✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✇✐t❤ ✐t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳



✸ ❚❤✐r❞ ❙❡t✉♣✿ ❆ ▼✐①❡❞ ❉✉♦♣♦❧② ✶✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛✐♠s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t♦♦❧s t❤❛t ❤❡❧♣ t❤❡ ♣❛②♠❡♥t s②st❡♠s
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❛t ✇✐❧❧ s❡r✈❡ ❢♦r ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❞❡❜❛t❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦s ✐♥ t❤❡s❡ ♠❛r❦❡ts✳ ❉✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❝❛♥ ❤❛✈❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝ts ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st t❤❡❢t ❛♥❞ t❛① ❡✈❛s✐♦♥✳
❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❛②♠❡♥ts s②st❡♠s ❧✐♠✐ts t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧
♣❛②♠❡♥ts ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t❤❛t s♦♠❡ ♠❡r❝❤❛♥ts ❤❛✈❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❝❛s❤✱ ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ♠❛r❦❡t✱ ❛s t❛①
❡✈❛s✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ t❤❡❢t ♦❢ ❝❛s❤ ❝♦✉❧❞ ❧✐♠✐t t❤❡s❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ✐t ❛❧s♦ ✐♠♣♦s❡s
❞✐st♦rt✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♦❢ ♣❛②♠❡♥ts✱ t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

P♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t ♣♦❧✐❝✐❡s ♦♥ t❤❡❢t ❛♥❞ t❛① ❡✈❛s✐♦♥ ❛r❡
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ♠❛r❦❡t ❢❛✐❧✉r❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣✉❜❧✐❝
♣r♦✈✐❞❡r ✐♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts ♠❛r❦❡t ❝♦✉❧❞ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡rs t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡s❡ s❡r✈✐❝❡s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts ❛t ❛ ❧♦✇❡r
❝♦st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝
❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ♣❧❛t❢♦r♠s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛r❦❡t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛s❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s t❤❛t ✐t ✐♠♣♦s❡s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳✳ ❋♦r
❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥
♣❧❛t❢♦r♠s ❝♦✉❧❞ ❡♥❤❛♥❝❡ s♦❝✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆r❛♥❣♦✲❆r❛♥❣♦✱ ❈✳✱ ❆✳ ❘❛♠ír❡③✲P✐♥❡❞❛ ② ▼✳ ❘❡str❡♣♦✲❇❡r♥❛❧✱ ✭✷✵✷✶✮✳ P❡rs♦♥✲
t♦✲❜✉s✐♥❡ss ✐♥st❛♥t ♣❛②♠❡♥ts✿ ❈♦✉❧❞ t❤❡② ✇♦r❦ ✐♥ ❈♦❧♦♠❜✐❛❄ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❛②✲
♠❡♥ts ❙tr❛t❡❣② ✫ ❙②st❡♠s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✶✺ ✴ ◆✉♠❜❡r ✹ ✴ ❲✐♥t❡r ✷✵✷✶✲✷✷✱ ♣♣✳ ✸✼✻✲
✸✾✼✭✷✷✮✳

❆r❛♥❣♦✲❆r❛♥❣♦✱ ❈✱ ❋✳✱ ❆r✐❛s✱ ◆✳ ❘♦❞rí❣✉❡③✱ ◆✳ ❙✉ár❡③ ② ❍✳ ❩ár❛t❡ ✭✷✵✷✵✮✳
✏❊❢❡❝t✐✈♦ ② ♣❛❣♦s ❡❧❡❝tró♥✐❝♦s✑✳ ❊♥s❛②♦s s♦❜r❡ P♦❧ít✐❝❛ ❊❝♦♥ó♠✐❝❛ ◆♦✳ ✾✸✱
❇❛♥❝♦ ❞❡ ❧❛ ❘❡♣ú❜❧✐❝❛✳

❆r❛♥❣♦✲❆r❛♥❣♦✱❈✳✱ ❨✳ ❘✳ ❇❡t❛♥❝♦✉rt✲●❛r❝í❛✱ ▼✳ ❘❡str❡♣♦✲❇❡r♥❛❧ ② ●✳ ❩✉❧✉❛❣❛✲
●✐r❛❧❞♦✱ ✭✷✵✷✶✮✳ ✏P❛❣♦s ❡❧❡❝tró♥✐❝♦s ② ✉s♦ ❞❡❧ ❡❢❡❝t✐✈♦ ❡♥ ❧♦s ❝♦♠❡r❝✐♦s ❝♦❧♦♠✲
❜✐❛♥♦s ✷✵✷✵✑✳ ❇♦rr❛❞♦r❡s ❞❡ ❊❝♦♥♦♠í❛✱ ◆♦✳ ✶✶✽✵✱ ❇❛♥❝♦ ❞❡ ❧❛ ❘❡♣✉❜❧✐❝❛✱
❈♦❧♦♠❜✐❛✳

❆r✉♦❜❛✱ ❙✳ ❇♦r❛➜❛♥✱ ✷✵✷✶✳ ✧■♥st✐t✉t✐♦♥s✱ t❛① ❡✈❛s✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝②✱✧
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ✈♦❧✳ ✶✶✽✭❈✮✱ ♣❛❣❡s ✷✶✷✲✷✷✾✳

❇❡❝❤✱ ▼✳✱ ❯✳ ❋❛r✉q✉✐✱ ❋✳ ❖✉❣❛❛r❞✱ ❈✳ P✐❝✐❧❧♦ ✭✷✵✶✽✮✳ ✏P❛②♠❡♥ts ❛r❡ ❛✲
❝❤❛♥❣✐♥✬ ❜✉t ❝❛s❤ st✐❧❧ r✉❧❡s✑✳ ❇■❙ ◗✉❛rt❡r❧② ❘❡✈✐❡✇✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✽✳

❇■❙✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ✏❋❛st ♣❛②♠❡♥ts ✕ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡t❛✐❧
♣❛②♠❡♥ts✑✳ ◆♦✈❡♠❜❡r✱ ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ P❛②♠❡♥ts ❛♥❞ ▼❛r❦❡t ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡s✳

❈P▼■✲❋P❙✳ ✭✷✵✷✶✮✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ r❡t❛✐❧ ❢❛st ♣❛②♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s
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